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1 Introduction

Les mesures de controle prises par les gouvernements pendant la pandémie de SARS-CoV-2
ont fourni des données expérimentales permettant de confronter les modélisations mathématiques
a des données réelles. Ce travail a permis aux méthodes de contrdle et de prévention des épidémies
d’évoluer et de montrer que la distribution des contacts entre les individus est un facteur aussi
important que les parameétres de transmission. Cette observation nous incite & étudier le modéle
épidémiologique SIR au travers de la sociabilité des individus.

1.1 Le systéme SIR

Considérons la propagation d’une épidémie au sein d’une population de taille N. On note S(t)
la taille de la population susceptible d’étre infectée au temps ¢, I(t) celle de la population infectée
et R(t) celle de la population rétablie. On suppose que les personnes rétablies sont immunisées
et le reste au cours du temps. On note 5 le taux d’infection effectif et v le taux d’infectés qui se
rétablissent. Le modéle SIR de Kermack et McKendrick pour I’épidémie s’écrit alors |1]

%S(t) =—BS+
gl(t)ZBS%—WI (1)
TR(t) =~1.

La figure [I]illustre I'évolution du systéme. On appelle reproductivité Ry le nombre moyen de cas

secondaires qu’une personne infecte au début de I’épidémie. Dans notre cas, on a Ry = %



1.0 A
0.8
0.6 .
—— Susceptibles
Infectés
—— Rétablis
0.4 4
0.2
0.0 A

T T T T T
25 50 75 100 125 150 175 200

o 4

FIGURE 1 — Evolution des fractions des compartiments du systéme SIR pour 8 = 0.3 et v = 0.1.

Cependant, ce modéle présente certaines limites. Le manque d’états pour décrire les indivi-
dus peut étre corrigé en ajoutant des compartiments supplémentaires pour mieux représenter
de nouveaux états, comme dans le modéele SEIR décrit dans , ou sont inclus les individus
exposés mais non contagieux.. On peut aussi observer qu’a ’échelle de la France, les individus ne
constituent pas une population homogéne. On peut citer |3| pour I'idée de diviser la population
en plus petits paquets auxquels le modéle est appliqué avant d’établir des interactions entre ces
paquets.
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FIGURE 2 — Division en sous-modéle a 'aide d’un réseau

Une autre limite du modeéle est de considérer que tous les individus sont identiques, alors
qu’en réalité leurs sociabilités différent et dépendent d’eux-mémes et de I'avancée de 1’épidémie.
On s’intéresse alors & un point de vue cinétique de 1’évolution.



1.2 Equations cinétiques

En théorie cinétique des gaz, les molécules sont modélisées comme des particules en mou-
vement aléatoire, interagissant entre elles par des collisions. Chaque molécule est définie par sa
position x et sa vitesse v, dont I’évolution est influencée par les collisions. Leurs densités sont dé-
crites par une fonction de distribution f(v,x,t) représentant la densité de probabilité de trouver
une molécule avec une vitesse v et une position x & un instant donné t.

L’évolution de cette fonction est gouvernée par I’équation de Boltzmann :

of B
a‘i’vvzf*Q(faf)a

ou :

— v - V. f représente le transport des particules dans I’espace

— Q(f, f) est Popérateur de collision, décrivant les changements de f dus aux interactions

entre particules.

Cet opérateur de collision est un terme non linéaire qui intégre toutes les interactions binaires
locales entre molécules, permettant de modéliser les échanges d’énergie et de quantité de mouve-
ment. A partir de cette description microscopique, on peut dériver des propriétés macroscopiques
comme la pression, la température ou la densité du gaz, par le calcul des moments de la fonction
f(v,z,t). Cette approche statistique relie ainsi les comportements individuels des molécules aux
lois globales de la thermodynamique.

Dans notre cadre du modéle SIR, la dynamique des populations épidémiologiques peut étre
reformulée en termes d’équations cinétiques. Les individus remplacent les molécules et sont repré-
sentés par une distribution f(x,t), ot « correspond au nombre de contacts sociaux d'un individu
a un instant donné ¢. L’évolution des distributions des compartiments susceptibles (fs(z,t)),
infectés (fr(x,t)) et rétablis (fr(z,t)) suit des équations cinétiques analogues a ’équation de
Boltzmann, mais adaptées aux interactions sociales :

2 fs(@,t) = —Kc(fs, fr)(@,t) + Qs(fs)(z, 1)
Stfi(a,t) = Ko(fs, fr)(a,t) = vefr(z,t) + Qr(fr)(x,t) (2)
%fR(x7t> = 'Yefl(z7t) + QR(fR)(Ivt)

ot )y modélise les transferts entre compartiments et les modifications de sociabilité dues aux
interactions. Ces équations modélisent les « collisions sociales », ol les interactions entre individus
influencent leur sociabilité et leur état épidémiologique.

Ainsi, tout comme la théorie cinétique des gaz relie les interactions microscopiques aux pro-
priétés globales d’un fluide, I’approche cinétique appliquée au systéme SIR permet de connecter
les comportements individuels en termes de contacts sociaux aux dynamiques collectives d’une
épidémie.

2 Approche cinétique

2.1 Modélisation

Nous allons nous intéresser au systéme SIR du point de vue des contacts sociaux. Pour cela,
on étudie des distributions fg, fr et fr qui prennent deux variables positives x et t. La variable
t désigne le temps tandis que z désigne le nombre de contacts sociaux. La population totale est

alors désignée par f = fs+ fr+ fr avec, pour tout t > 0, /f(:lc7 t)dz = 1. On définit les fractions

Ry



des populations susceptibles, infectées et rétablies par

J(t) = /f]($7t)d$ pour tout J € {S,I,R} et t > 0.

R4

On introduit le nombre moyen de contacts par z(t) = / xf(z,t)dx et les moyennes locales par

Ry

xy(t) = ﬁ/x]‘}(x,t)dm pour tout J € {S, I, R}.
Ry
Comme dans le cas du systéme SIR, I’évolution temporelle des distributions est données par
des échanges entre les compartiments auxquels on ajoute un terme caractérisant la modification
du nombre de contacts sociaux. Le systéme s’écrit alors selon [2]

%fS(xat) = 7Ke(fs,f[)($,t)+Qs(fs)($,t)
%ff(xvt) = Ke(fsa f[)(l‘,t) - 'Yef[(-r’t) + Qf(ff)(xvt) (3)
%fR(l',t) = 'VEfI(xvt) + QR(fR)(x’t)

— € << 1 représente l'intensité des phénomeénes épidémiologiques,
— 7. est une constante appelée taux de rétablissement,
— K (fs, fr)(z,t) est le taux d’incidence locale définie par

K(fs. f)(@.t) = fs(z.1) / ke, ) 1y, t)dy,

Ry

— K¢ est la fonction de contact, positive, croissante dans les deux variables avec k¢(-,0) =0

— les opérateurs intégrales Q;, J € {S,I, R} caractérisent la thermalisation de la distri-
bution des contacts sociaux dans les différentes classes. Ces opérateurs représentent la
modification de la sociabilité des individus par leurs interactions.

On peut caractériser les opérateurs (); par leurs mesures contre une fonction ¢ € D(Ry) :

/ (@) Qs (f1) e ) = < / B() (pa) — o)) fJ<x,t>da:>

ou
— (-) deésigne l'espérance mathématique
— B est la fréquence des interactions
— 7% est la valeur mise & jour du nombre de contacts sociaux dans la catégorie J

2.2 La distribution des contacts sociaux

Dans cette partie, on étudie plus en détails les opérateurs @; en négligeant les termes
d’échanges. On note Zj; le nombre caractéristique de contacts sociaux dii aux habitudes de
la population M. Cette valeur évolue dans le temps.

On prend la valeur mise & jour du nombre de contacts sociaux dans la catégorie J de la forme

= =x—¢>€(%)w+m(ﬂc)



— ¢° désigne la variation prévisible de contacts sociaux

— 7 est une variable aléatoire d’espérance nulle, possédant des moments finis jusqu’a ’ordre
3 et telle que (12) = e\ pour un certain A > 0.

On considére la fonction ¢° de la forme

e(ss—1)/5 _
e 1 >0

95(s) = L sy R

ou
— u désigne la variation maximale en une interaction,
— 0 < § < 1 est une constante caractérisant I'intensité du comportement individuel,
— € > 0 désigne l'intensité des interactions, on considére ¢ << 1 ce qui correspond & de
faibles variations de (z% — x).
Le choix p < 1 assure que x% hérite de la positivité de x en I’absence du terme aléatoire.

Proposition 1. Pour toute ¢ € D(R1), on a

& [ et = < [B@) (6(w3) - ¢l@) fJ<x,t>dx> .
Ry

Ry

En considérant B de la forme B(x) = 2~ et la proposition suivante, le choix b = § correspond
a un taux collectif de variation du systéme indépendant du paramétre § caractérisant alors le
taux individuel de variation de la fonction de valeur.

Proposition 2.
d (= 51, —6
— — | = pex® @y
dx %% (xf;) pe J

Démonstration. On pose pour tout réel s, F(s) = ec(s°=1)/8
Par définition ¢§ (s) = u%, fonction infiniment dérivable car composée d’'une exponentielle

par un fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas. Par dérivation, on a

d . 2es9 "1 F(s)
%qﬁé (8) - :U’(E(s) + 1)2
Par la formule de Taylor-Young, on a (E(b;gi)l)z = (E(%gi)l)z + sgo(s). Or
E(0) ec/? 1
B0+ 17~ (rermz 1Ll
D’ou
L g5 =nS + 0,67 + 0,0
dsés_u 2 SHOS 6%06-
Finalement

d (z\ _ 1d, [(x\ pexdta;~? s
az (x) = s (x) == +,9,@)+ g



2.3 Mise a I’échelle

Afin de séparer 1’échelle de temps de la propagation et ’échelle de temps sur laquelle agissent
les phénoménes sociaux, on introduit le changement de variable 7 = et. On introduit ainsi

fre(z,m) = fi(x,1)

En négligeant les termes d’échanges, f;. vérifie, pour toute fonction test ¢ :

a
dr
Ry

pla) s, 7)ir = - < [B@) (6(a3) - ¢l) fJ,6<x,r>dx> .
Ry

Nous allons ensuite étudier le comportement asymptotique de 1 (¢(27%) — ¢(x)) lorsque € tend

vers 0. s
On a d’abord les limites finies suivantes : g%%dﬁ (%) =45 {(ﬁ]) - 1} et l%% (n?) =\
Par la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction test ¢ au point x, il existe T
compris entre x et T; tel que

P(T7) ~ o) = (77 — )¢ (&) + 5 (77 — 26" (2) + (77 — )% (&)

Proposition 3. Pour tout J € {S, I, R}, fj. vérifie

i [etitane =1 | [ =65 ()@ oo+ 5 [0 faulen)ds | +Rolhr0)
1
Démonstration. Comme %/@(Z)f‘]ﬁe(lyT)d(L’ == </B(x) (p(xh) — p(x)) frelz, T)d:c>, le dé-

Ry
veloppement de Taylor de ¢ assure que

& o) st rar= 1 < [ B@) (@1 a6 @) + @7 - 0P @) + (o7 - 0" (@) fJ,e(x,T)dw>

R, R,
x _
= 3 — ¢5(=)z' ¢ (2) fre(m, T)da
T;
Ry
e L —
44 [P0 @) el
R
+%/)\612*5¢"(x)f(]75(x, T)dx
Ry

w4 [ (0= 6520 ) o6 @) el )

T
Ry
D’ou le résultat, en notant
1 z , T e, T p _
Ro(fa) = o [ (@520 @)+ 5 (1= 005 20° ) ()| a2 el
€ TJ 3 TJ
Ry



Proposition 4. Le reste R,(fsc) tend vers 0 lorsque € tend vers 0.

Démonstration. Comme ¢ est une fonction test, on considére K > 0 tel que Supp(y) C [ K, K]
et comme 7, a un moment borné d’ordre 3, on considére M3 (e) tel que () < Mjz(e).

Ro(f10) = 5 [ |50 @) + 5 (1= 6520 ) ()| a2

R+
5
D’une part limlqsg (é) = & [(X/) - 1] donc 3”2 i (¢5(s5))%¢" () admet une limite finie

K)o

lorsque € tend vers 0, elle méme majorée par K0 (54 Sk )? (5 D2 1"

oo Finalement

ti 5 [ 4?6520 (o) el 7)o = 0.

Drautre part {(i %))3> = (n2) = 3¢5(E)(n2) — ¢5(E)°.
— 263 ( g(% )3¢" (27) admet une limite finie lorsque € tend vers 0, elle méme majorée par

)
) 1 e (@)
)1

o)’
— 62 ¢5(wé > "(z;) admet une limite finie lorsque € tend vers 0, elle méme majorée
par K370 56((£)° —1) " (7).
— Pour un modéle de type faible interaction, on peut supposer que les moments d’ordre 3
3
se comportent en (n2) = O(¢3/2). On a alors @ = O(¢'/?). Ainsi

X
e—0 be

(n2) " (x7) fre(z,7)dz = 0.

On en déduit que f;. tend vers f; et que f; vérifie, par passage & la limite sur € :

213 z g
a w(w)fJ(x,T)dI=/<—M2§ [(x) —1] @) + 3¢ (@)a? 5)fJ<x,r>dx.
R+

Ry

Puisque z est positif, on impose une condition de non-flux en x = 0. Afin de faciliter le calcul
qui suit, on impose
0

— (.%275]0‘](%,7'))

- = 0. (4)

=0

L’équation limite correspond & 1’équation de Fokker-Planck : %f](l', 7) = Q%(fs)(z,7), ot

z\° 2
A= 2 (z” Kx) - 1] fJ(w)> F o (@ ).

J

Proposition 5. Supposons la masse initiale égale & 1 et T; constant, alors en notant v = /A,

s
léquation admet un état d’équilibre f5°(x) = C(T7,9, v)a?/9t0=2 exp (—5"2 (%) ), ou Cy est

x

une constante de renormalisation.



Démonstration. Soit f3° une solution stationnaire. Alors -& [’g:ﬂl (& ) Dfe(x) + L @20 f°(2)| =

0. 11 existe donc une constante C' telle que § (- ) D[ (x) + L (2?70 f%(z)) = C, or la

condition initiale imposée implique qu’en 0 =, on a C’ =0.
Notons g : x + 2272 f3°(z). Alors g est solution de y' = h(x) (x) = fﬁ((;:])‘s -1).

Soit H.(z) = %[ln(m)—%(%)é]—i—c une primitive de h. Puisque g(z) = exp(%)z”/? exp(— % ()%

y avec h )

)

Quitte a renormaliser, on a le résultat f3°(z) = exp(%)z”/9H0 2 exp(— % (L )°). O
0

zJ

5 _ 1 1 o —(2\'/°
TG L exp <—é’2 (%) ) ot x=v/0+d—1let =17y (7) .

Remarquons 1’équivalence entre y < 0 et v < §(1 — §). De plus, la seconde inégalité est vraie
lorsque A\ < 4pu.

3 Dynamique macroscopique

3.1 Dérivation de systémes basés sur les moments

Supposons que la vitesse de formation des contacts sociaux est plus élevée que la vitesse de
propagation de ’épidémie, ce qui correspond & considérer v, = ve et 5. = Se.
Ainsi, le systéme d’évolution peut s’écrire

L fs(a,m) = —K(fs, f1)(,7) + 2Q%(fs) (2, T)
anf(x ) = K(fs, f1)(2,7) = vf1(x,7) + Q3 (fr) (2, T) (5)
2L fr(z,7) = vfr(z,7) + 2Q%(fr) (2, 7)
avec la condition au bord [l

Etant donné que le terme en I' dépend de deux parametres, on peut choisir 6 = 1 impliquant
que x = v et § = =2, Dans ce cas

T

e =42 ([(L) -1] nen) + 3 2 (ehater)

T

f],oo(x;e,y) = (L) ﬁxu—l exp (_:}x)

Dans ce cas on a les moments suivants

s bie =75 [ 550,00 =

Ry Ry

et

1+v
14

z7.

Par intégration du systéme d’évolution, les fractions des populations vérifient alors

S(r) = =Bas(r)zr(r)S(7)I(7)

dj,f( ) = Brs(r)ar()S(r)I(r) ~1(r) (©)
a R(T) =~1(7)
Les moyennes locales vérifient
%l’s(T) = —gl‘s(T)Qw](T>I(T
sear(r) = Brs(r)zr(1)S(r) (FHras(r) — x1(7)) (7)
Lap(r) =y (@1(r) = zr(7))




Démonstration. En multipliant ’équation |5 par x puis en intégrant, on obtient

d

2 (S(r)as(r) = ~ s (r)I(7) / 22 fo(z, 7)dz + 0,

R

Puisque 'opérateur de Fokker-Planck préserve les moments, on admet que comme dans le cas

1
stationnaire, on a /x2fs(x, T)dx = + sz(T)Q. Finalement, on a
Ry
d 14+v d
S(r)——zs(r) = —f ws(1)?r(1)I(1)S(7) — ws(1) = S(7).
dr dr
Les équations pour x; et xr se calculent de méme. O

On appelle ce systéme de six équations le modeéle Social-SIR (S-SIR). Remarquons que
d%:cs(T) < 0 impliquant une décroissance stricte du nombre moyen de contacts sociaux dans
la population susceptible. De plus, puisque HT” > 1 et que z5(0) > x7(0), au début de 'épidé-
mie, le nombre de contacts sociaux chez la population infecté croit rapidement, ce comportement
peut sembler contradictoire mais il s’explique facilement par le fait que les personnes infectées le
plus vite sont celles les plus sociables, augmentant de fait la moyenne.

Observons que le systéme est dans un état stationnaire si et seulement si I = 0 et z; = 1

v rs.
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FIGURE 3 — Evolution des populations FIGURE 4 — Evolution des contacts

FIGURE 5 — Modélisation du systéme S-SIR avec S = 0.0005, v = 0.1, So = 0.98, Iy = Ry = 0.01
et tgg = x50 =xRo = 15

3.2 Modéle social avec taux d’incidence saturé

Considérons que sous l'effet d’'un confinement, le nombre de contacts sociaux des personnes

infectées est constant : z;(7) = z7. Dans ce cas zg vérifie Lxg(r) = 7515(7)2&](7) dont

I'unique solution est donnée par
.’[75(0)
- .
1+ Zag(0)7r [I(s)ds
0

:Es(T) =



Par conséquent, en notant 3 = Bms(O)XI et H(r,7) = — 1l le systéme (6] s’écrit
1+,ﬁlzrs (0)Z71 [r(s)ds
0

|
n
—
2

I

|
™I
2
\]
SN~—
~
—
2
=
~
2

L1(7) = BS()ID)H(TL.7) ~21(7) (®)
T R(1) =~I(T)

Notons D(S(7),1(1)) = —S(r).

Proposition 6. On admet que pour tout S,I > 0, D(S,0) =0, %D(S, I) >0, %D(S, I)>0

et 25D(S,1) < 0.

Dans ce cas, la reproductivité s’écrit Ry = % lim D(S,I) =

, ce qui correspond au
S—1,I—0

=2 [

modéle SIR classique.
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